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Abstract
We prove the following theorems: (1) Every orientable, closed, irreducible 3-manifold that contains
an incompressible torus carries a (universally) tight contact structure. (2) Every foliation without Reeb
component is a C0 limit of (universally) tight contact structures. ? 2002 Elsevier Science Ltd. All rights
reserved.
R	esum	e
On d emontre les th eor7emes suivants: (1) Toute vari et e orientable, ferm ee, irr eductible de dimension
3 qui contient un tore incompressible porte une structure de contact (universellement) tendue. (2) Tout
feuilletage sans composante de Reeb est limite C0 de structures de contact (universellement) tendues.
? 2002 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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1. Introduction
Dans [7], Eliashberg et Thurston mettent en  evidence les liens profonds, en dimension 3, entre
le monde des structures de contact et celui des feuilletages de codimension 1. Ils d emontrent
en particulier que sur une vari et e orient ee compacte V de dimension 3, tout champ de plans
integrable  — d e?ni (au moins localement) par une  equation !=0 avec !∧ d!=0 —,
transverse 7a @V et diA erent du feuilletage en sph7eres de S2 × S1 est limite, pour la topologie
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C0, d’une suite de structures de contact positives, c’est-7a-dire de champs de plans n= {	n=0},
n∈N, avec en tout point 	n ∧ d	n ¿ 0.
Mieux, aux propri et es de rigidit e de  r epondent des propri et es de rigidit e de n. C’est ainsi
que si le feuilletage engendr e par  diA7ere du feuilletage en sph7eres de S2 × S1 et poss7ede
une transversale ferm ee qui rencontre toutes les feuilles — auquel cas on parle de feuilletage
tendu —, les structures n ne sont tangentes 7a aucun disque plong e dans V en tous les points
de son bord. Une structure de contact qui poss7ede cette propri et e est dite tendue.
Le parall elisme entre les notions de feuilletage et de structure de contact a conduit ces auteurs
a introduire la notion de feuilletact: un champ de plans = {	=0} est un feuilletact (positif)
si 	 ∧ d	¿ 0 en tout point.
Th	eoreme 1.1 (Eliashberg and Thurston [7]). Sur une variete orientee; tout feuilletact positif
di:erent du feuilletage en sph eres de S2 × S1 est limite C0 de structures de contact positives.
L’int ereˆt de l’ etude des structures de contact tendues a  et e mis en  evidence par Bennequin
[1] et Eliashberg [5,6], et la question de leur existence sur une vari et e ferm ee donn ee, malgr e
de multiples avanc ees, est encore largement ouverte.
Dans [2,3] on montre sous quelles conditions les structures tendues survivent 7a des op erations
de chirurgie classiques. Pour donner un  enonc e pr ecis, on rappelle qu’une structure de contact
 sur V est universellement tendue si elle se rel7eve en une structure tendue sur le reveˆtement
universel de V . Si S est une surface dans V , le feuilletage caracteristique de S est le feuilletage
( eventuellement singulier), not e S, que  trace sur S.
Th	eoreme 1.2 (Colin [3]). Soient (V; ) une variete de contact de dimension 3 et T un tore
incompressible (dont le 1 s’injecte) plonge dans V . Si  trace sur T un feuilletage lineaire et
si (V \T; ) est universellement tendue; alors (V; ) est universellement tendue (et donc tendue).
Par ailleurs, l’hypoth7ese: “le feuilletage T est lin eaire” se r ev7ele fondamentale (voir [3]). En
se basant sur un r esultat de chirurgie omettant cette hypoth7ese cruciale, Eliashberg et Thurston
annoncent dans [7] que toute structure de contact C0-proche d’un feuilletage sans composante
de Reeb est universellement tendue. C’est ce trou dans leur preuve que l’on se propose de
combler en partie ici, en montrant les r esultats suivants:
Th	eoreme 1.3. Sur une variete orientee et fermee; tout feuilletage sans composante de Reeb
(=(S2 × {})∈S1) est limite C0 de structures de contact universellement tendues positives.
Th	eoreme 1.4. Si V est une variete orientee; irreductible; fermee (compacte sans bord) de
dimension 3 et T1; : : : ; Tn une collection non vide de tores incompressibles disjoints dans V; alors
V porte une structure de contact universellement tendue positive qui trace sur Ti; i=1; : : : ; n;
un feuilletage en cercles.
Pour prouver ces th eor7emes, on reprend le ?l de la d emonstration de Eliashberg et Thurston.
On approche tout feuilletage sans composante de Reeb par un feuilletage qui poss7ede un nom-
bre ?ni de feuilles compactes. On excise la vari et e en retirant un voisinage r egulier des feuilles
toriques. Le feuilletage d e?ni sur la nouvelle vari et e est alors tendu. La strat egie est ensuite
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d’approcher ce feuilletage par des structures de contact puis d’appliquer le th eor7eme de recolle-
ment 1:2. Deux diNcult es apparaissent: il n’est pas possible d’imposer aux structures de contact
produites de tracer sur le bord un feuilletage en cercles; on veut  eviter d’appliquer une version
non compacte du r esultat (dont la preuve me semble d elicate) aNrmant que toute structure
de contact proche d’un feuilletage tendu est tendue (voir la Remarque 3:2). Pour contourner
la premi7ere diNcult e, on construit diverses structures mod7eles dans la Section 2, et pour pal-
lier 7a la seconde, on s’arrange pour que les vari et es 7a bord consid er ees apparaissent toujours
comme sous-vari et es feuillet ees et 1-inject ees de vari et es ferm ees dont le groupe fondamental
est r esiduellement ?ni. On agence ces diA erents arguments dans la Section 3.
Je remercie le rapporteur pour ses remarques judicieuses.
2. Construction de structures modeles
Si  est une structure de contact sur une vari et e V d e?nie localement comme le noyau d’une
1-forme non-singuli7ere , le signe de la forme volume ∧ d ne d epend pas de  et la donn ee
de  induit une orientation de V . Si la vari et e V est orient ee, une structure de contact est dite
positive si l’orientation qu’elle induit sur V co!"ncide avec l’orientation de V . Les structures
qu’on envisage par la suite sont toutes suppos ees positives pour une orientation de V ?x ee.
Soient T un tore de dimension 2 et H1(T;R)=R[	] + R[] une base du premier groupe
d’homologie de T . 7A tout feuilletage orient e sans singularit e ni composante de Reeb de T , les
cycles asymptotiques de Schwartzmann [12] permettent d’associer une direction dans H1(T;R)=
R[	] + R[] et donc un  el ement de R=2Z appel e l’angle du feuilletage. Cet angle d epend
continuˆment du feuilletage consid er e. On peut en particulier parler du signe de l’angle de tout
feuilletage proche d’un feuilletage d’angle 0.
Par la suite, S d esigne un pantalon obtenu en retirant trois disques ouverts disjoints 7a la
sph7ere S2 de dimension 2.
2.1. Un crit ere de plongement
 Etant donn ees deux structures de contact  et ′ sur T 2 × [0; 1] et S × S1, on donne une
condition suNsante sur  et ′ pour que le reveˆtement universel de (T 2 × [0; 1]; ) se plonge
dans celui de (S × S1; ′) (combinaison des Lemmes 2:2 et 2:3).
Dans le Lemme 2:4, on montre comment, 7a partir d’une structure de contact d e?nie sur
T 2 × [0; 1], construire une structure sur S × S1 qui v eri?e cette condition tout en  etant proche
d’un certain feuilletage.
Pour tout a¿ 0, on note  la structure de contact d e?nie sur R2 × [0; a[= {(x; y; t)} par
l’ equation cos t dx + sin t dy=0.
Lemme 2.1. Pour deux reels positifs a et a′ (eventuellement +∞); les varietes de contact
(R2 × [0; a[; ) et (R2 × [0; a′[; ) sont conjuguees par un di:eomorphisme qui vaut l’identite
au bord. De plus; pour a =∞; (R2 × [0; a]; ) et (R2 × [0; a+ 2]; ) sont conjuguees par un
di:eomorphisme qui vaut l’identite pr es de R2 × {0} et qui est la translation de longueur 2
pr es de R2 × {a}.
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D	emonstration. Le changement de variable h:
q= t; p= x sin t − y cos t; z= x cos t + y sin t;
envoie (R2× [0; a]; ) sur (R2× [0; a]= {(z; p; q)}; ker(dz+p dq)). De plus, si  : [0; a]→ [0; a′]
est un diA eomorphisme croissant dont la d eriv ee vaut 1 pr7es des bords (sauf si l’un d’eux est
+∞), le changement de variable (z; p; q)→ (z; p=′(q); (q)) envoie R2× [0; a] sur R2× [0; a′]
en pr eservant le champ de plans d’ equation dz + p dq=0.
Dans les deux aNrmations du Lemme 2:1, le changement de variable est donn e par h−1◦◦h.
Lemme 2.2. Soit  une structure de contact sur T 2×[0; 1] qui trace sur T 2×{0} un feuilletage
sans singularite ni composante de Reeb et transverse  a chaque tore T 2 × {∗}. Si ˜ designe
la structure induite par  sur le reveˆtement universel R2 × [0; 1] de T 2 × [0; 1]; alors tout
di:eomorphisme  :R2×{0} → R2×{0} qui envoie ˜R2×{0} sur {dx=0} se prolonge en un
plongement de contact: (R2 × [0; 1]; ˜)→ (R2 × [0; 1[; ).
D	emonstration. Soit X un champ de vecteurs sur T 2 × [0; 1] qui v eri?e:
• X est non-singulier et tangent 7a  en tout point;
• X est transverse 7a chaque tore interm ediaire T 2 × {∗};
• le Tot de X au temps 1 envoie T 2 × {0} sur T 2 × {1}.
On note X˜ le relev e de X au reveˆtement universel R2 × [0; 1] de T 2 × [0; 1].
Si  :R2 × {0} → R2 × {0} est un diA eomorphisme qui envoie ˜R2 × {0} sur {dx=0}, on
note  :R2× [0; 1]→ R2× [0; 1] le diA eomorphisme d e?ni comme (X˜ t(x; y))= ((x; y); t), o7u
X˜
t
d esigne le Tot de X˜ au temps t. On a alors
∗˜=ker(cosf(x; y; t) dx + sinf(x; y; t) dy)
avec f(x; y; 0)=0, et @f=@t ¿ 0 d’apr7es la condition de contact. Le changement de variable
(x; y; t) → (x; y; f(x; y; t)) transforme ker(cosf(x; y; t) dx + sinf(x; y; t) dy) en ker(cos t dx +
sin t dy), ce qui plonge (R2 × [0; 1]; ˜) dans (R2 × [0;+∞[; )  (R2 × [0; 1[; ).
On rappelle que la surface S est obtenue en retirant trois disques ouverts disjoints 7a la sph7ere
S2. On note T0; T1; T2 les composantes de bord de S×S1 et ]S × S1 son reveˆtement universel. On
note de plus P0 et P1 des plans relevant respectivement T0 et T1 dans ]S × S1 et W la vari et e
W = ]S × S1 \ (@( ]S × S1) \ (P0 ∪ P1)):
La vari et e W est conjugu ee 7a R2 × [0; 1] par un diA eomorphisme qui identi?e, pour i=0; 1,
Pi 7a R2 × {i}. Pour pr eciser cette aNrmation, on note D0 et D1 les composantes du bord du
reveˆtement universel S˜ de S telles que P0 =D0 × R et P1 =D1 × R. Si S˜ ′ d esigne la vari et e
S˜\(@S˜\(D0 ∪D1)), on a W = S˜ ′ ×R. On remarque de plus que S˜ ′  R × [0; 1].
Lemme 2.3. Soit  une structure de contact sur S × S1; transverse 7a {∗} × S1. On suppose
qu’il existe un plongement  :T 2 × [0; 1]= {(a; b; )} → S × S1; (T 2 × {1})=T1; pour lequel
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∗=ker(cosf(a; b; ) da + sinf(a; b; ) db); (T 2 × {12}) est un feuilletage en cercles et
(T 2×{0}) est tangent au facteur S1 de S × S1. Si  est la structure relevant  sur W; alors
tout di:eomorphisme g entre R2 × {0} et P0 qui envoie {dx=0} sur P0 se prolonge en un
plongement de contact (R2 × [0; 1[; )→ (W; ).
D	emonstration. Comme  trace un feuilletage en cercles sur (T 2×{12}), il existe un voisinage
tubulaire de (T 2×{12}) dans S×S1, ou encore un plongement f :T 2× [−&; &]= {(a′; b′; ′)} →
S × S1, f(T 2 × {0})=(T 2 × {12}), tel que f∗=ker(cos ′ da′ + sin ′ db′). On suppose sans
restriction que f∗@=@′=∗@=@ au bord de l’image de f.
Soit ˜ :R2× [0; 1]→ W le relev e de  dont l’image contient P1. On note f˜ le relev e de f 7a
W dont l’image contient le plan ˜(R2×{12}). D’apr7es le Lemme 2:1, les vari et es (R2× [0; &]; )
et (R2×[0; 2+&]; ) sont conjugu ees par un diA eomorphisme qui vaut l’identit e pr7es de R2×{0}
et qui est la translation de longueur 2 parall7element 7a @=@ pr7es de R2 × {&}. En particulier,
cette identi?cation transforme f˜ en un plongement f˜
′
: (R2× [− &; 2+ &]; )→ (W; ) de meˆme
image que f˜. On a de plus f˜
′
∗@=@
′= ˜∗@=@ au bord.
On construit un champ de vecteurs X sur W en deux  etapes.
• Sur l’image de f˜′, on prend X = f˜′∗@=@′ et sur ˜(R2 × [0; 1]) \ f˜
′
(R2 × [ − &; 2 + &]),
X = ˜∗@=@.
• Sur le compl ementaire de l’image de ˜ dans W , on se donne un feuilletage par des bandes
tangentes 7a la direction verticale (relevant le facteur S1 de S×S1), not e F et obtenu de la
mani7ere suivante: si P ⊂ S˜ ′ est un anneau qui v eri?e ˜(R2 × [0; 1])=P ×R ⊂ S˜ ′ ×R (on
sait que l’image de  est invariante par translation le long du facteur S1), on se donne
un feuilletage en intervalles de S˜
′ \ Int(P), puis on eAectue le produit par R pour obtenir
F . Les feuilles de F sont transverses au relev e  de . On prolonge le champ X d ej7a
construit sur ˜(R2×{0}) en un champ de vecteurs non-singulier, tangent 7a ∩TF et dont
le Tot au temps 1 envoie P0 sur ˜(R2 × {0}).
Le champ X obtenu sur W poss7ede les propri et es suivantes:
• il est non-singulier et tangent 7a la structure ;
• il existe t0 ¿ 0 tel que l’orbite de tout point de P0 par le Tot de X rencontre P1 en un
temps inf erieur 7a t0;
• il co!"ncide avec f˜′∗@=@′ sur l’image de f˜
′
.
Le feuilletage caract eristique de P0 est par d e?nition un feuilletage en droites, et g :R2 ×
{0} → P0 d e?nit un syst7eme de coordonn ees (x; y) sur P0 dans lequel P0 a pour  equation
dx=0. On note t(x; y)¡t0 l’instant o7u l’orbite du point g(x; y) par le Tot de X rencontre
P1. Par construction, l’application  : {(x; y; t); 06 t6 t(x; y)} ⊂ R3 → W qui a (x; y; t) associe
X t(g(x; y))—o7u X t d esigne le Tot de X au temps t—est un diA eomorphisme et  ∗ a pour
 equation:
cos h(x; y; t) dx + sin h(x; y; t) dy=0;
avec h(x; y; 0)=0. La condition de contact impose qu’en tout point (x; y; t); (@h=@t)(x; y; t)¿ 0.
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De plus, comme X co!"ncide avec f˜
′
∗@=@
′ dans l’image de f˜
′
, la valeur de h varie de 2
lorsque l’orbite du point consid er e par le Tot de X traverse l’image de f˜
′
. Ainsi, pour tout
(x; y), h(x; y; t(x; y))¿ 2. Le changement de variable (x; y; t) → (x; y; h(x; y; t)) transforme
cos h(x; y; t) dx + sin h(x; y; t) dy=0 en cos t dx + sin t dy=0. On obtient donc un plongement
de (R2 × [0; 2[; )  (R2 × [0; 1[; ) dans (W; ) qui co!"ncide avec g au bord.
Soit F un feuilletage sur S × S1, transverse au facteur S1 et qui trace sur T1 un feuilletage
en cercles. Plus pr ecisemment, on suppose que F est d e?ni de la mani7ere suivante.
Sur T 2×[0; 1]= S1×S1×[0; 1]= {(x; y; t)}, on part d’un feuilletage f de T 2×{0}, transverse 7a
@=@y, et on consid7ere le feuilletage produit f×[0; 1]. On note D(0; r) le disque du plan euclidien
de centre 0 et de rayon r. Soit  :D(0; 2) × S1 = {(r; ; z)} → T 2 × [0; 1] un plongement avec
les propri et es suivantes:
•  (D(0; 2)× {t}) est tangent au feuilletage f × [0; 1];
•  ∗@=@z est tangent 7a @=@y.
Pour la suite, on identi?e T 2×[0; 1] priv e de l’int erieur de  (D(0; 1)) et S×S1 (on rappelle que
S est une sph7ere priv ee de trois disques), en pr ecisant que T0  T 2×{0} et que T1   ({r=1}).
Compte tenu de cette identi?cation, on prend pour feuilletage F le feuilletage induit par f×[0; 1]
sur T 2 × [0; 1] \  ({r¡ 1}).
On suppose de plus que S et S1 sont orient es et on munit S × S1 de l’orientation produit.
Deux lacets 	 tangent 7a F et = {∗} × S1 dans T1, orient es respectivement comme @S et S1,
d e?nissent une base de H1(T1;R)=R[	] + R[]. Compte tenu des conventions de signe, dans
la base H1(T;R)=R[	] +R[], l’angle du feuilletage @F ∩ T1 vaut 0 et celui de {∗} × S1 ∩ T1
vaut =2.
Lemme 2.4. Pour tout &′¿ 0; il existe &¿ 0 tel que pour toute structure de contact  &-proche
de f × [0; 1] sur T 2 × [0; 1]; il existe:
(a) une structure de contact  qui est &′-C0-proche de F sur S×S1 =T 2× [0; 1]\ (D(0; 1)×
S1); qui co?@ncide avec  pr es de @(T 2 × [0; 1]) et qui trace un feuilletage d’angle strictement
negatif sur T1;
(b) un plongement  :T 2 × [0; 1]= {(a; b; )} → S × S1; (T 2 × {1})=T1; pour lequel
∗=ker(cosf(a; b; ) da + sinf(a; b; ) db); (T 2 × {12}) est un feuilletage en cercles; et
(T 2×{0}) est tangent au facteur S1 de S×S1 ( veriAe donc les hypoth eses du Lemme 2:3).
D	emonstration. Si & est suNsamment petit, toute structure  &-proche de f×[0; 1] sur T 2×[0; 1]
est partout transverse 7a @=@y.
De plus, le lemme de Darboux aNrme qu’il existe un syst7eme de coordonn ees cylindriques
(r′; ′; z′) au voisinage de la courbe  ({r=0}) dans lequel la structure  a pour  equation
dz′ + r′2 d′=0 ( ({r=0})  {r′=0}). En particulier, si c¿ 0 est assez petit, pour tout
0¡d6 c, le tore  ({r=d}) est transverse au vecteur @=@r′. On ?xe un tel r eel c¡ 12 puis
un autre r eel 0¡.¡c tel que le produit  ({.6 r6 c}) contienne un tore {r′=Cte} feuillet e
par des cercles.
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Les champs de vecteurs @=@r′ et  ∗@=@r sont transverses au tore  ({r= .}) et tangents 7a la
structure . Soit Y un champ de vecteurs d e?ni sur  ({.6 r6 c}), tangent 7a , co!"ncidant
avec  ∗@=@r le long de  ({r= .}), dont le Tot au temps 12 −. envoie  ({r= .}) sur {r′=Cte}
et dont le Tot au temps 1− . envoie  ({r= .}) sur  ({r= c}).
En recollant  |D(0; .)×S1 au diA eomorphisme donn e par le Tot de Y , on obtient un plongement
 ′ :D(0; 1)× S1 →  (D(0; 1)× S1)
qui v eri?e:
• la restriction de  ′ 7a D(0; .)× S1 co!"ncide avec celle de  ;
• tous les tores  ′({r= ∗}) sont transverses 7a ;
•  ′({r= 12}) est un feuilletage en cercles— ′({r= 12}) est le tore {r′=Cte}—;•  ′({r=1})=  ({r= c}).
Soit F. : [.; 2]→ [1; 2] un diA eomorphisme croissant dont la d eriv ee au bord vaut 1 et est en
tout point sup erieure 7a 14 . On note alors
f :T 2 × [0; 1] \  (D(0; .)× S1)→ (T 2 × [0; 1] \  (D(0; 1)× S1))  S × S1;
o7u f est l’identit e en dehors de  (D(0; 2)×S1) et est d e?nie—7a conjugaison par  pr7es—comme
f(r; ; z)= (F.(r); ; z) 7a l’int erieur. La structure =f∗|T 2×[0;1]\ (D(0; .)×S1) est par construction
8&-proche de F et est la structure cherch ee.
Pour conclure, on remarque que le plongement  est obtenu par une reparam etrisation de
f ◦  ′|{r¿.}. L’angle du feuilletage trac e par cette structure sur T1 est le meˆme que celui du
feuilletage trac e par  sur {r= .}, qui est strictement n egatif d’apr7es le lemme de Darboux.
2.2. Extension de structures
Lemme 2.5. Tout champ de plans deAni sur le bord de T 2×[−1; 1]; proche du champ de plans
horizontal T (T 2×{∗}) et qui trace sur le bord un feuilletage sans singularite ni composante de
Reeb se prolonge en une structure de contact universellement tendue sur T 2 × [− 1; 1] qui est
proche du champ de plans horizontal; tout en lui etant transverse; et qui trace un feuilletage
en cercles sur T 2 × {0}.
D	emonstration. On note {(x; y; t)} un syst7eme de coordonn ees sur T 2×[−1; 1]= S1×S1×[−1; 1].
Comme le feuilletage trac e sur T 2×{±1} est sans composante de Reeb, il existe deux fonctions
f;F :T 2 × {±1} → R telles qu’une  equation du champ de plans donn e au bord T 2 × {±1} soit
de la forme
cosf(x; y;±1) dx + sinf(x; y;±1) dy + F(x; y;±1) dt=0;
F ¿ 0; la proximit e avec le champ de plans horizontal  etant mesur ee par la valeur de F1. On
prolonge F sur T 2 × [− 1; 1] par une fonction tr7es grande devant 1, et f par une fonction qui
vaut 0 pour t=0. On note h(x; y; t)=f(x; y; t) + g(t), o7u g(−1)=0, g(0)= n et g(1)=2n,
n∈N. On v eri?e alors que, pour F et f ?x ees, si g′(t) est assez grand (quitte 7a prendre n∈N
assez grand), le champ de plans d’ equation 	=cos h dx+sin h dy+F dt=0 est de contact. En
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eAet, 	 ∧ d	=(g′(t) + R(x; y; t)) dx ∧ dy ∧ dt, o7u R est une fonction de df, dF , cos h et sin h,
qui reste donc born ee ind ependamment de g.
Le noyau de 	 trace de plus un feuilletage en cercles sur T 2 × {0}, donn e par l’ equation
cos n dx + sin n dy=0.
On note 7a pr esent S ′ la surface obtenue en retirant un disque ouvert au tore, F le feuilletage
produit (S ′ × {∗}) de S ′ × S1 et T le bord de S ′ × S1. On suppose que S ′ et S1 sont orient es
et on munit S ′ × S1 de l’orientation produit. Deux lacets 	= @S ′ × {∗} et = {∗} × S1 dans T ,
orient es comme @S ′ et S1, d e?nissent une base de H1(T;R)=R[	] +R[].
Tout champ de plans d e?ni pr7es de T et proche de F trace sur T un feuilletage sans singularit e
ni composante de Reeb. Compte tenu des conventions de signe, dans la base H1(T;R)=R[	]+
R[], l’angle du feuilletage @S ′ × {∗} vaut 0 et celui de {∗} × S1 vaut =2.
Lemme 2.6. Pour tout &¿ 0; il existe &′¿ 0 tel que tout champ de plans donne au bord T de
S ′× S1; &′-proche de F et qui trace sur T un feuilletage dont l’angle est strictement negative;
se prolonge en une structure de contact sur S ′ × S1 qui est &-proche de F .
D	emonstration. On ?xe un voisinage produit de T dans S ′ × S1, ou encore un plongement
 :T 2×[0; 1]= {(x; y; t)} → S ′×S1 avec (T 2×{0})=T et tel que l’image par  du feuilletage
produit ({y= c})c∈S1 soit incluse dans le feuilletage (S ′ × {})∈S1 .
Tout champ de plans &-proche de F sur T se prolonge en une structure de contact  d e?nie
sur un voisinage (T 2×[0; a]) ⊂ (T 2×[0; 1]) de T  T 2×{0}. Quitte 7a prendre 	¿ 0 petit, la
dilatation T 2× [0; 	]→ T 2× [0; 1] : (x; y; t)→ (x; y; t+[(1− 	)=	2]t2) envoie  sur une structure
′ qui est 2&-proche du feuilletage produit (({y= c}))c∈S1 et qui co!"ncide avec le champ de
plans d’origine au bord.
Si & et 	 sont suNsamment petits, la structure ′ est 2&-proche de F sur le voisinage
(T 2 × [0; 1]) de T et trace sur le tore (T 2 × {12}) un feuilletage dont l’angle (dans la base
canoniquement d eduite de celle de T ) est strictement n egatif.
Un exercice classique permet alors de tracer sur le tore (T 2×{12}) un feuilletage en cercles
f, qui est 4&-proche du feuilletage donn e par ′ et dont les feuilles sont isotopes 7a un cercle
({y= c0}). On trouve alors sans peine un feuilletage F ′ sur S ′ × S1 avec:
• F ′=F pr7es de T et hors de T 2 × [0; 1];
• F ′ est 8&-proche du feuilletage produit (S ′ × {})∈S1 ;
• F ′ coupe (T 2 × {12}) selon f.
La structure ′ est ainsi transverse 7a F ′ et (T 2 × {12}) le long de (T 2 × {12}).
Soit X un champ de vecteurs d e?ni au voisinage de (T 2 × {12}), tangent 7a ′ ∩ TF ′ et qui
pointe vers (T 2 × {1}). Le champ X est transverse 7a (T 2 × {12}). Si (a; b) est un syst7eme
de coordonn ees pour (T 2 × {12}) (o7u (@=@a; @=@b;−@=@t) est directe) dans lequel le feuilletage
f a pour  equation da=0, pour 06 t′6 2 petit, l’application g : (a; b; t′) → X t′(a; b)—o7u X t′
d esigne le Tot de X au temps t′—est un plongement et g∗′ a pour  equation cos h(a; b; t′) da+
sin h(x; y; t′) db=0. La condition de contact impose que @h=@t′¿ 0, et comme ′ ∩ TF ′ est
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proche de f, transverse 7a F et a un angle n egatif:
∀(a; b)∈T 2; h(a; b; 0)∈ [− =2; 0[:
On se donne alors une fonction k :T 2 × [0; 1]→ R de classe C∞ qui v eri?e:
• ∀(a; b)∈T 2; k(a; b; 0)= h(a; b; 0);
• ∀(a; b; t′)∈T 2 × [0; 2]; (@k=@t′)(a; b; t′)¿ 0;
• ∀(a; b; t′)∈T 2 × [0; 2]; k(a; b; t′)¿ h(a; b; t′);
• ∀(a; b)∈T 2; k(a; b; 2)=0.
On prolonge ensuite ′|(T 2×[0; 12 ]) par g∗(ker(cos k da + sin k db)) sur g(T 2 × [0; 2]) et par le
plan tangent au feuilletage F ′ sur la partie de S ′ × S1 restante. Sur g(T 2 × [0; 2]), ce champ de
plans est coinc e entre le plan tangent 7a F ′ et ′, il est donc proche de TF ′ et donc de TF . Pour
r esumer, on vient de construire un feuilletact sur S ′ × S1 qui est 8&-proche de F et qui est de
contact au voisinage du bord. D’apr7es le Th eor7eme 1:1, ce feuilletact est approchable par une
structure de contact, 16&-proche de F qui co!"ncide avec la structure initiale au bord (on peut
 egalement trouver, dans ce cas, des mod7eles explicites de structures dans [9]).
3. Construction de vari	et	es de contact tendues
Outre le th eor7eme de chirurgie 1:2, on utilise ici de mani7ere cruciale un th eor7eme de Eliash-
berg et Thurston, li e 7a une construction de Gabai:
Th	eoreme 3.1 (Eliashberg and Thurston [7]). Sur une variete orientee, fermee de dimension
3; tout feuilletage F di:erent du feuilletage en sph ere de S2 × S1 est limite C0 de struc-
tures de contact positives, et, si F est tendu, toute structure de contact C0-proche de F est
universellement tendue.
Remarque 3.2. Dans cet article, les vari et es auxquelles on applique le Th eor7eme 3:1—obtenues
7a partir de vari et es toro!"dales ou de vari et es qui portent un feuilletage sans composante de
Reeb non tendu—sont toutes toro!"dales et ont donc un groupe fondamental r esiduellement ?ni
d’apr7es [11]. Dans ce cas, pour montrer qu’une structure de contact est universellement tendue,
il suNt de montrer que son rappel dans tout reveˆtement ?ni est tendu. En particulier, dans
cette situation, la preuve du Th eor7eme 3:1 utilise uniquement des remplissages symplectiques
compacts de la vari et e V . Dans le cas g en eral, l’utilisation d’un remplissage non compact est
n ecessaire pour prouver que les structures de contact obtenues sont universellement tendues,
mais on peut se limiter 7a utiliser un remplissage compact si on se borne 7a montrer qu’elles sont
tendues. Pour montrer que tout feuilletage sans composante de Reeb est limite de structures
de contact tendues, la preuve qu’on propose ici  evite donc tout recours 7a des remplissages
symplectiques non compacts. Il en est de meˆme pour celle du Th eor7eme 1:4 d’existence de
structures universellement tendues sur les vari et es toro!"dales.
Th	eoreme 3.3 (Gabai [8, Th eor7eme 5:5]). Toute variete irreductible compacte V dont le bord
est une reunion non-vide de tores incompressibles porte un feuilletage tendu qui trace un
feuilletage sans singularite ni composante de Reeb sur son bord.
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Tout d’abord une remarque g en erale: tout plongement de contact  : (V; ) → (M; ) injectif
sur le groupe fondamental se rel7eve en un plongement de contact entre le reveˆtement universel
de (V; ) et celui de (M; ). Ainsi, si (M; ) est universellement tendue, (V; ) l’est aussi.
Soient V une vari et e orient ee de dimension 3 dont le bord est une r eunion de tores incom-
pressibles T1; : : : ; Tn, et F un feuilletage tendu sur V , transverse 7a @V et qui trace sur @V un
feuilletage sans composante de Reeb.
On note X la vari et e obtenue en recollant une copie (T 2×[0; 1])i de T 2×[0; 1] 7a V le long de
chaque composante Ti (Ti  T 2×{0}). Les collages sont choisis tels que, pour i=1; : : : ; n; {∗}×
S1 × {0} ⊂ T 2 × {0}  Ti soit transverse 7a F ∩ Ti.
Th	eoreme 3.4. Soient V une variete orientee de dimension 3 dont le bord est une reunion de
tores incompressibles T1; : : : ; Tn, et F un feuilletage tendu sur V, transverse  a @V et qui trace
sur @V un feuilletage sans composante de Reeb. Pour tout &¿ 0; il existe une structure de
contact positive  sur V , &-proche de F , et telle que toute structure de contact  sur X; dont
la restriction  a V est  et qui est, dans chaque copie de T 2 × [0; 1], transverse au feuilletage
produit (T 2×{∗}), soit universellement tendue. En particulier, V porte une structure de contact
universellement tendue qui trace un feuilletage en cercles sur chaque composante Ti de @V .
D	emonstration. On prolonge le feuilletage F sur X dans chaque copie de T 2 × [0; 1] par le
feuilletage produit (F ∩ (Ti  T 2 × {0}))× [0; 1].
On retire ensuite 7a X , dans chaque composante (T 2 × [0; 1])i, l’int erieur Ui d’un tore solide,
voisinage de la courbe {∗} × S1 × {1=2}, invariant par translation le long du deuxi7eme facteur
S1, et dont le bord T i1 est transverse au feuilletage (qui trace sur T
i
1 un feuilletage en cercles).
On obtient ainsi une vari et e M , munie d’un feuilletage tendu F ′ transverse 7a son bord. Par
construction, M est obtenue 7a partir de V en recollant le long de chaque tore Ti, i=1; : : : ; n,
une vari et e (S × S1)i  (T 2× [0; 1])i \Ui conjugu ee 7a S × S1. On note T i0 et T i2 les composantes
de @(S × S1)i qui proviennent respectivement de T 2 × {0} et T 2 × {1}.
Premiere 	etape. On suppose que, pour &¿ 0 ?x e, on sait construire une structure  sur M , uni-
versellement tendue, telle que |V soit &-proche de F et que la restriction de  7a la composante
(S × S1)i coll ee le long de Ti v eri?e les hypoth7eses du Lemme 2:3.
On pose alors =|V . Comme  est universellement tendue sur M et comme V est 1-inject ee
dans M (par application du th eor7eme de Van Kampen),  est universellement tendue.
Soit alors  une structure de contact d e?nie sur X comme dans l’ enonc e du th eor7eme—
c’est-7a-dire co!"ncidant avec  sur V et transverse au feuilletage (T 2 × {∗})—et ˜ la structure
qu’elle induit sur le reveˆtement universel X˜ de X . La vari et e (X˜ ; ˜) est obtenue en recollant 7a
(V˜ ; ˜|V ) le long de chaque relev e de Ti une copie du reveˆtement universel ( ]T 2 × [0; 1]; ˜|T 2×[0;1])i
de T 2 × [0; 1] avec T 2 × {0}  Ti.
Comme par ailleurs, pour i=1; : : : ; n, le tore Ti est incompressible dans M , la vari et e obtenue
en recollant 7a V˜ le long de chaque relev e de Ti une copie du reveˆtement universel ( ]S × S1)i de
(S × S1)i (on recolle un relev e Pi0 de T i0 sur le relev e de Ti consid er e, par un diA eomorphisme
relevant le diA eomorphisme identi?ant Ti et T i0) se plonge dans le reveˆtement universel de
M . Or, d’apr7es le Lemme 2:2, la vari et e de contact ( ]T 2 × [0; 1]; ˜|T 2×[0;1])i se plonge dans
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(R2 × [0; 1]; ). D’apr7es le Lemme 2:3, elle se plonge donc aussi dans le reveˆtement universel
( ](S × S1)i; ˜|(S×S1)i)i de la copie (S × S1)i de S × S1 ⊂ M coll ee le long de Ti, le relev e de
T 2 × {0}  Ti s’envoyant sur Pi0. Ceci implique que (X˜ ; ˜) est une sous-vari et e de contact de
(M˜ ; ˜) et qu’elle est tendue, ce qui prouve le th eor7eme.
Deuxieme 	etape. On construit (M;).
On note (2V; 2F) le double de (V; F) obtenu par collage de V et de −V (V munie de
l’orientation oppos ee) le long du bord (on identi?e Ti ⊂ V et −Ti ⊂ −V par l’identit e). Le
feuilletage 2F est tendu sur 2V (exercice).
On se donne alors un plongement 6 de X dans (2V; 2F) qui envoie V sur V ⊂ V ∪ −V
par l’identit e et le feuilletage construit sur X sur le feuilletage 2F (ceci revient 7a choisir un
voisinage tubulaire de Ti dans −V sur lequel 2F est un feuilletage produit).
On consid7ere  egalement la vari et e W obtenue en recollant 7a 2V \6(⋃i Ui) le long de chaque
composante 6(T i1) une copie (S
′×S1)i de S ′×S1 (on rappelle que S ′ est un tore priv e d’un disque
ouvert), par un collage qui permet de prolonger le feuilletage 2F |2V\6(⋃i Ui) par le feuilletage
produit ((S ′ × {})i)∈S1 . Le feuilletage FW de W obtenu par recollement de 2F |2V\6(⋃i Ui) et⋃
Ui((S ′ × {})i)∈S1 est tendu.
Par construction, 6 induit un plongement de M ⊂ X dans W d’image 6(X \ ⋃i Ui). Le
th eor7eme de Van Kampen fournit de plus que le plongement 6 :M → W est 1-injectif (chaque
tore Ti est incompressible dans V et donc aussi dans 2V ; 6 :X → 2V est donc 1-injective
ainsi que 6 :M → 2V \6(⋃i Ui); c’est donc aussi le cas de 6 : M → W ).
(a) D’apr7es le Th eor7eme 3:1, il existe &0 ¿ 0 tel que toute structure de contact &0-proche de
FW soit universellement tendue. On ?xe un tel &0 ¿ 0.
(b) D’apr7es le Lemme 2:6, il existe &1 ¿ 0 tel que toute structure de contact &1-proche de 2F
sur 2V \ ⋃i 6(Ui) (avec une condition d’angle n egatif au bord) se prolonge en une structure
de contact &0-proche de FW sur W . On ?xe un tel &1.
(c) D’apr7es le Lemme 2:4, il existe &2 ¿ 0 tel que, pour toute structure de contact  d e?nie
sur 6(X \ int V ) et &2-proche de 2F sur 6(X \ int V ), il existe une structure de contact 
d e?nie sur 6(X \ (int V ∪ (⋃i Ui))) qui co!"ncide avec  pr7es de @6(X \ int V ), qui est &1-proche
de 2F |6(X\(int V∪(⋃i Ui))) et telle que la restriction de ′=6∗ 7a la composante (S × S1)i 
(T 2 × [0; 1])i \Ui coll ee le long de Ti v eri?e en outre les hypoth7eses du Lemme 2:3, plus une
propri et e d’angle n egatif sur T i1. On ?xe un tel &2 et on pose &= inf (&1; &2).
Soit ′ une structure de contact &-proche de 2F sur 2V , dont l’existence est assur ee par le
Th eor7eme 3:1. 7A l’aide du (c), on obtient une structure ′′ sur 2V \⋃i 6(Ui) qui est &1-proche
de la restriction de 2F . 7A l’aide du (b), on prolonge ′′ en une structure 	 sur W qui est
&0-proche de FW . D’apr7es le (a), la structure 	 est universellement tendue.
Comme de plus le plongement 6 :M → W est 1-injectif, la structure =6∗	|6(M) est
universellement tendue sur M . Par construction, la structure |V est &-proche de F sur V (	
co!"ncide avec ′ sur 6(V )). Ceci cloˆt la deuxi7eme  etape.
Pour prouver que V porte une structure universellement tendue qui trace sur chaque tore Ti
un feuilletage en cercles, il suNt de remarquer que tout champ de plans qui trace sur T 2×{0}
un feuilletage sans singularit e ni composante de Reeb se prolonge en une structure de contact
sur T 2×[0; 1], transverse au feuilletage produit (T 2×{∗}) et qui trace sur T 2×{1} un feuilletage
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en cercles (voir le Lemme 2:5 et le lemme d’ajustement 4:8 de [3]). Graˆce 7a cette remarque,
on prolonge toute structure proche de F sur V produite par les proc ed es pr ec edents en une
structure d e?nie sur X qui trace sur chaque copie de T 2 × {1} un feuilletage en cercles, puis
on conclut 7a l’aide de la premi7ere partie que cette structure est universellement tendue. Il reste
alors 7a observer que X est conjugu ee 7a V .
Remarque 3.5. On peut obtenir une structure universellement tendue qui trace sur Ti; i=1; : : : ; n,
n’importe quel feuilletage en cercles ?x e au pr ealable.
Th	eoreme 1.4. Soient V une variete de dimension 3 irreductible, orientee, fermee et T1; : : : ; Tn
une collection non-vide de tores incompressibles disjoints plonges dans V . Il existe une struc-
ture de contact universellement tendue positive sur V qui trace sur Ti; 16 i6 n; un feuilletage
en cercles.
D	emonstration. D’apr7es le Th eor7eme 3:3 de D.Gabai, la vari et e 7a bord V  (⋃Ti) obtenue en
d ecoupant V le long des tores Ti est munie d’un feuilletage tendu qui trace un feuilletage sans
singularit e ni composante de Reeb sur le bord. D’apr7es le Th eor7eme 3:4, V  (⋃Ti) porte donc
une structure de contact universellement tendue  qui imprime un feuilletage en cercles sur
le bord. De plus, graˆce 7a la Remarque 3:5, on suppose sans restriction que les feuilletages
trac es par  sur chacun des deux exemplaires du tore Ti dans V  (
⋃
Ti) sont identi? es par le
collage qui redonne V . Comme le feuilletage caract eristique d’une surface S pour une structure
 d etermine le germe de  au voisinage de S, une isotopie suNt pour rendre la structure 
compatible avec les diA eomorphismes de recollement reconstituant V . 7A chaque recollement le
long d’un tore Ti, on est de plus dans les hypoth7eses du Th eor7eme 1:2, ce qui permet d’aNrmer
que la structure induite par  sur V par collage est universellement tendue.
Th	eoreme 1.3. Tout feuilletage sans composante de Reeb, di:erent du feuilletage en sph eres
de S2 × S1; est limite C0 de structures de contact universellement tendues positives.
D	emonstration. Tout feuilletage sans composante de Reeb est approch e par un feuilletage (sans
composante de Reeb) comprenant un nombre ?ni de feuilles compactes (voir par exemple [7,
Proposition 1:2:10]). On se place donc sans restriction dans cette derni7ere hypoth7ese.
Soient T1; : : : ; Tn les feuilles toriques compactes du feuilletage (qui sont n ec essairement in-
compressibles), et U1; : : : ; Un des petits voisinages tubulaires r eguliers de T1; : : : ; Tn conjugu es 7a
T 2 × [− 	; 	]; Ti  T 2 × {0}, sur lesquels le feuilletage F est proche du feuilletage produit en
tores, et trace sur chaque bord un feuilletage sans singularit e ni composante de Reeb.
Le feuilletage induit par F sur le compl ementaire de
⋃
Int Ui est sans feuille torique et donc
tendu d’apr7es un r esultat de Goodman [10].
Pour conclure la d emonstration du Th eor7eme 1:3, on munit, graˆce au Th eor7eme 3:4, V \
(
⋃
Int Ui) d’une structure , &-proche de F (qui trace sur le bord un feuilletage sans singularit e
ni composante de Reeb) et universellement tendue, et chaque Ui d’une structure i donn ee par
le Lemme 2:5 (qui trace donc un feuilletage en cercles sur Ti, qui se recolle 7a  le long de
@Ui et qui est proche du feuilletage en tores de T 2 × I , tout en lui  etant transverse). D’apr7es
le Th eor7eme 3:4, la structure  construite sur V par collage de  7a
⋃
i i a une restriction 7a
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V \ (⋃Ti) qui est universellement tendue. Elle est de plus proche du feuilletage F . Comme
les tores Ti sont incompressibles et comme Ti est un feuilletage en cercles, le th eor7eme de
recollement 1:2 permet de conclure que  est universellement tendue sur V .
Remarque 3.6. Par ce proc ed e, on n’obtient pas que toute structure proche d’un feuilletage sans
composante de Reeb est universellement tendue.
Remarque 3.7. Une des diNcult es rencontr ee dans [7] est que les feuilletages tendus fournis
par le Th eor7eme 3:3 de Gabai sont de classe C0 pr7es des feuilles toriques (et C2 ailleurs).
Cependant, comme dans la d emonstration du Th eor7eme 1:3, on peut approcher un tel feuil-
letage tendu F sur V par un feuilletage tendu F ′ qui comprend un nombre ?ni de feuilles
compactes et qui est de classe C2 en dehors d’un voisinage r egulier U de ses feuilles toriques.
On peut alors  egalement, en appliquant le Th eor7eme 3:4, approcher le feuilletage F ′|V\U par
une structure de contact universellement tendue  sur V \U , puis compl eter  sur U 7a l’aide du
proc ed e d evelopp e plus haut pour obtenir une structure universellement tendue approchant F ′ sur
V . Ce faisant, on n’a utilis e que la version C2 du Th eor7eme 3:1 de Eliashberg et Thurston pour
obtenir que le feuilletage F est limite de structures universellement tendues. Par cette m ethode,
on n’obtient cependant pas que toute structure de contact proche de F est universellement
tendue.
Remarque 3.8. On d emontre dans [4] qu’en fait, une large classe de vari et es contenant un
tore incompressible portent une in?nit e de structures de contact tendues. Pour ce faire, il est
important de savoir construire des structures de contact universellement tendues qui tracent un
feuilletage en cercles sur certains tores, d’o7u l’int ereˆt, dans le Th eor7eme 1:4, de la pr ecision
portant sur le feuilletage des Ti.
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